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内容提要 

• 感知器准则 

• 函数间隔、几何间隔、间隔最大化 

• 支持向量机 

• 支持向量机回归 

• 支持向量机排序 

• 核心技巧 

• KSVM 

• KPCA 

• KLDA 

• 关于核化的一般性理论 
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3.1 感知器准则 

• 线性判别函数： 

 

 

 

• 两类分类决策规则： 

( ) ,T dg b R  x w x x

权重向量 偏移(阈值) 

符号单元 

x1 xd x0=1 

b w1 wd 

线性分类器（神经网络） 

线性可分 线性不可分 

1

2

, if ( ) 0

, if ( ) 0

uncertain, if ( ) 0

g

g

g





 


 
 

x x

x x

x

给定n个训练样本(x1, y1) , (x2, 

y2), …,  (xn, yn) ，其中xi  Rd，
i=1, 2, …, n 为 d 维空间中的
样本特征，yi{+1,-1}为其对
应的类别标签。  
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• 两类情形的决策面 

– 决策面方程： 

–对于任意样本x，将其向决策
面内投影，并写成两个向量
之和： 

 

w 

H 

xp 

x 

R1:  g(x) >0 

R2 

x1 

x2 

x3 

o 

|| ||
p r 

w
x x

w

    其中，xp为 x 在超平面 H上的投
影，r 为点 x 到超平面 H的代数距
离。如果 x 在超平面正侧 ，则 r > 

0; 反之 r < 0 。 

3.1 感知器准则 

( ) 0Tg b  x w x

w 



第5页 

 

 此外，可得坐标原点到超平面

的距离为：b / ||w|| 

w 

H 

xp 

x 

R1:  g(x) >0 R2 
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x3 
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   
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

w
x w x

w

w
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|| ||

g
r 

x

w

• 两类情形的决策面 

–注意 g(xp) = 0,  于是有： 

(符号距离) 

3.1 感知器准则 

w 
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• 感知器准则 

– 损失函数的一个自然选择是被误分样本点的总数。但
它不是 w 和 b 的连续可导函数，难以优化。 

– 因此，转而最小化误分点到分类超平面的距离。 

– 对于误分点xi 而言，总有：yi (w
Txi + b) > 0 

– 这样有如下目标函数： 

 

 

– 不考虑系数 1/||w||，可得感知器学习的损失函数： 

3.1 感知器准则 

,

1
min ( )

|| ||
i

T

i i
b

M

y b


 
w

x

w x
w

,
min ( )

i

T

i i
b

M

y b


 
w

x

w x

（即误分点到g(x)=0的距离） 
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• 算法步骤 

3.1 感知器准则 

Batch Perceptron－基本算法 (可分情形） 

1 begin initialize: w, b,  , certain  (small value),  t=0 

2     do t  t+1 

3         找出当前所有错分点即（ yi  (w
Txi + b)  0），记录于Mt ： 

4       

5                                               

6     until Mt ={}, or                                   // 一个较松的停止条件 

7     return w, b  

8 end 

i t
i iM

y


  x
w w x

i t
iM

b b y


  x

i t
iM

y 


x
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• 如下问题的解有不同之处吗？在什么情况下两者的优化结

果是一样的？ 

3.1 感知器准则 

 
,

m
1

in )
|| ||

(
i

T

i iMb
y b


 xw

x
w

w

 
,

min ( )
i

T

i iMb
y b


 xw

w x新问题（2）(函数间隔)： 

原问题（1）(几何间隔)： 

结论：在线性可分情形下是一样的，在线性不可以分情形下 
   则不一样。 
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• 优缺点 

– 感知器准则计算简单，对可分情形在有限步迭代后一

定收敛。 

– 感知器准则每次采用校度下降方法，但每一次校度下

降所对应的目标函数均不同，导致算法起伏不定！ 

– 能不能有更好地办法来解决这一问题？ 

3.1 感知器准则 



第10页 

• 函数间隔 

– 一个点距离分类超平面
的远近可以表示分类预
测的确信程度。 

– 样本点函数间隔： 

 

– 超平面H关于训练集T

的函数间隔： 

 

– 仅仅极小化函数间隔是
不足够的！ 

3.2 函数间隔、几何间隔、间隔最大化 

x1 

x2 

x3 

o 

R1:  g(x) >0 

R2 

|| ||

T b
r




w x

w

ˆ ( )T

i i ir y b w x

1
ˆ ˆmin { }n

i ir r 

（符号距离） 
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• 几何间隔： 

– 样本点的几何间隔： 

 

• 超平面H关于训练集T的几何间隔： 

• 函数间隔与几何间隔的关系： 

 

 

 

 

1
( )

|| ||

T

i i ir y b w x
w

1min { }n

i ir r 

3.2 函数间隔、几何间隔、间隔最大化 

ˆ ˆ
,

|| || || ||

i
i

r r
r r 

w w

可见：几何间隔不会随着w和b的改变而改变。 
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• 间隔最大化： 

,

1
max , ( ) , 1,2,...,

|| ||
. . T

i i
b

r y b r is nt   
w

w x
w

3.2 函数间隔、几何间隔、间隔最大化 

,

ˆ
ˆmax , (. . ) , 1,2,...,

|| ||

T

i i
b

r
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w
w x

w

2

,

1
min || || , ( ) 1, 1,2,.... ,.

2

T

i i
b

y b i ns t   
w

w w x

最大化几何间隔 

ˆ ˆ
,

|| || || ||

i
i

r r
r r 

w w

ˆ( 1)r 令：
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• 间隔最大化： 

3.2 函数间隔、几何间隔、间隔最大化 

2

,

1
min || ||

2

. . ( ) 1,

1,2,...,

b

T

i is t y b

i n

 



w
w

w x

2

|| ||w

distance( : 1, : 1)

1 1

|| || || ||

2

|| ||

T T

i iplane b plane b     


 



w x w x

w w

w
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• 感知器准则与支持向量机 

– 感知器准则考虑错分样本，其损失函数为错误分类样
本的函数间隔最小。 

– 支持向量机考虑所有样本，其损失函数为正确分类样
本的函数间隔最大。 

– 单纯地从最优化的角度看，感知器规则具有平凡解。 

– 支持向量机不存在平凡解。 

3.2 函数间隔、几何间隔、间隔最大化 
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• 从分类器构造的直观角度  

h1 

h2 

h3 

2

|| ||w

最大间隔分类超平面 

类间数据点间隔最大 

3.3 支持向量机 
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• 学习模型 

0T b w x

2

|| ||w

T={(x1,y1), …, (xn,yn)},  

给定训练集： 

任务：估计最大间隔分类超平面 

2

,

1
min || ||

2

. . ( ) 1 0,

1,2, ,

b

T

i is t y b

i n

  



w
w

w x

分类决策函数： ( ) ( )Tf sign b x w x

分类超平面： 

yi{+1, -1} 

3.3 支持向量机 
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• 线性不可分 

x1 

x2 

x+ 

x+ 

x- 

1 

 +1 

  -1 

3.3 支持向量机 
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• 线性不可分-学习模型 

2

,
1

1
min || ||

2

. . ( ) 1 ,

,

1, 2,

0

,

n

b
i

T

i

i

i

i

i

C

s t y b

i n











 








w

w

w x

  目标函数第一项表示使margin尽量大，第二项表示使误差
分类点的个数尽量小。 

体现了经验风险 体现了表达能力 

3.3 支持向量机 
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• 软间隔最大化： 

– More robust for outliers 

2

, ,
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1, , ,
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




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 


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min [1 ( )] || ||
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i i
b

i

y b 



  
w

w x w

, if 0
[ ]

0, otherwise

z z
z 


 


Hinge loss function! 

合页损失函数 

3.3 支持向量机 

Hinge loss upper bounds 0/1 loss! 

It is the tightest convex upper bound on the 0/1 loss 
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• 对偶算法（线性可分情形） 

对偶算法往往容易求解 

对偶算法可以推广到核学习 

2

,

1
min || ||

2

. . ( ) 1 0,

1,2, ,

b

T

i is t y b

i n

  



w
w

w x

李航：统计学习方法，清华大学出版社, 2012 (第7章) 

,

. . 0, 1,2,

( , , )max min

...,

b

is t

L b

i n  

wα
w α

2

1 1

1
( , , ) || || ( )

2

n n
T

i i i i

i i

L b y b 
 

    w α w w x

原始问题 对偶问题 

3.3 支持向量机 

（拉格朗日对偶性） 
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• 对偶问题求解 

– (1) 求 

1 1

( , , )
n

i i

n

i i i

i

i

i

L b y y 
 

     w
w xw α w x 0

1 1

( , , ) 0 0
n

i i

i

ib

n

i

i

L b y y


   w α

,
min ( , , )

b
L b

w
w α

,
1 1 1

1
min ( , , ) ( )

2

n n n

i j i j i j i
b

i j i

L b y y 
  

    
w

w α x x

3.3 支持向量机 
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– (2) 求对偶问题，即求                对  的极大 
,

min ( , , )
b

L b
w

w α

1 1 1

1

1
max ( )

2

. . 0

0, 1,2,...,

n n n

i j i j i

i j i

n

i i

i j

i

i

y y

s t y

i n

  





  



 









 



α
x x

1 1 1

1

1
min ( )
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. . 0

0, 1,2,...,

n n n

i j i j i

i j i

n

i

i j

i i

i

y y

s t y

i n

  





  







 

 



α
x x

3.3 支持向量机 
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• 定理1 

– 设           是对偶问题的解，则至少存在一

个下标 j，使得   ，可按下式求得原始问题的最优解： 

 

 

• 分类超平面： 

• 分类决策函数：       

* * * *

1 1[ , , , ]T n

n R   α
* 0j 

* *

1 1

* , * ( )
n n

i i i j i i i j

i i

y b y y 
 

    w x x x

3.3 支持向量机 

* * 0b  w x

*

1

( ) ( * *) ( ) *
n

i i

i

if sign b sign y b



 

     
 
x xw x x

结论： 对线性可分情形 最优解    是唯一的。 *b

李航：统计学习方法，清华大学出版社, 2012 (第7章) 
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2

|| ||w

w 

H1 

H2 

• 支持向量 

* 0j 

support vectors 

3.3 支持向量机 
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软间隔最大化: 

原始问题 

对偶问题 

（广义拉格朗日函数） 

x1 

x2 

x+ 

x+ 

x- 
1 

2

, ,
1

1
min || ||

2

. . ( ) 1 ,

,

1, , ,

0

2
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i

n

b
i

T

i i
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s t y b
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













 




w ξ

w

w x

1 1 1

1

1
min ( )

2

. . 0;

0 , 1,2,...,

n n n

i j i j i

i j i

n

i i

i

j

i

iy y

s t y

i nC

  





  







  

 



α
x x

2

1 1 1 1

1
( , , , , ) || || ( )

2

n n n n
T

i i i i i i i i

i i i i

L b C y b       
   

         w α w w x

拉格朗日对偶 

, ,0
0

max min ( , , , , )
w b

L w b




  


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• 定理2 

– 设           是对偶问题的解，则至少存在一

个下标 j，有     ，可按下式求得原始问题的最优解： 

 

 

• 分类超平面： 

• 分类决策函数：       

* * * *

1 1[ , , , ]T n

n R   α

*0 j C 

* *

1 1

* , * ( )
n n

i i i j i i i j

i i

y b y y 
 

    w x x x

3.3 支持向量机 

* * 0b  w x

*

1

( ) ( * *) ( ) *
n

i i

i

if sign b sign y b



 

     
 
x xw x x
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软间隔支持向量：注意    的样本点均称为支持向量！ 

 

* 0j 

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1: * , 1

2 : * , 1

3: * , 0 1

4 : * , 1

5 : * , 0 1

6 : 0 * , 0

7 : 0 * , 0

8 : 0 * , 0

9 : 0 * , 0

10 : 0 * , 0

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

  

  

  

  

  

  

图中带红色圆圈的均表示支持向量 

图中，第一个点到其正确边界的距离为：  ，其它类推。 
1

|| ||



w

 +1  -1 
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
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
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
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• 软间隔支持向量 

– 支撑面以外（两个类边界以外）的样本点：* = 0 

– 支持向量：* > 0 

• 包含位于边界上的点，两个类边界以内的，以及错
分点（边界以外）。 

– 位于类边界上的点其对应的拉格朗日乘子可能有如下
三种情形： 

• * = 0 (正好不是支持向量);  0 < * < C ; or * = C 

3.3 支持向量机 

• 模型求解：序列最小最优算法（略） 
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• 偏置b的确定 

– 不唯一  

3.3 支持向量机 

1 

1 

2 

3 

4 

5 

* * *

1

( ), 0
n

j i i i j j

i

b y y C 


     x x

在所有符合条件的样本上计算一个b*，然后取平均: 

*

* *

* *
10

1
( )

{ : 0 }
k

n

k i i i j

iCk k

b y y
C 


   

  
 

  x x
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交叉验证（cross-validation）：将训练集分成p等份，依次

进行p次分类器学习-分类器测试过程。 

‐ 每次选择p-1份数据训练分类器（SVM模型），在剩下的

1份数据集上进行测试。 

‐ 交叉验证的正确率为p次测试的平均结果。 

    模型参数值设置的技术路线：通过对不同的C值进行交叉

验证，取正确率最高的C值，在所有训练数据上重新学习

SVM模型。 

3.3 支持向量机 

• 如何确定C？ 
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3.4 支持向量机回归 

• 任务 

– 给定n个训练样本(x1, y1), (x2, y2), …, (xn, yn) ，其中xi  

Rd，i =1,2,…,n为d维空间中的样本特征，yiR为其对

应的回归目标，希望学习到如下一个回归模型使得 f(x)

与 y 尽可能地接近： 

 

– 传统的线性最小二乘法 (正则化)： 

 

( ) ,T df b R  x w x x

 
2 2

2,
1

min
n

T

i i

i

b y 


  
w b

w x w
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3.4 支持向量机回归 

• Support vector regression, SVR 

– 假设f(x)与y之间可以有  容忍偏差。 
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3.4 支持向量机回归 

• 学习模型 

  
2

2,
1

1
min ( ) ,

2

n

i i

i

C f y



w b

w x＋  
0, if | |

| | , otherwise

z
z

z







 



2( )z z

 
0, if | |

| | , otherwise

z
z

z







 



z 

( )z

-不敏感损失函数 
-insensitive loss function 
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3.4 支持向量机回归 

• 松驰模型 

 

 2

2ˆ, , ,
1

1 ˆmin
2

. . ( ) ,

( ) ,

0,

ˆ 0,

1,2, ,

ˆ

ˆ

i i

n

i i
b

i

i i i

ii i

i

i

C

s t f y

y f

i n

 
 















  

  








w

w

x

x

＋
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3.4 支持向量机回归 

• 松驰模型 的广义拉格朗日函数 

 
 

 

   

2

2
1 1 1

1 1

ˆˆ ˆ, , , , , , ,

1 ˆ ˆˆ
2

ˆˆ( ) ( )

i i

n n n

i i i i i i

i i i

n n

i i i i i i i i

i i

L b

C

f y y f

 

     

     

  

 

   

       

  

 

w α α μ μ

w

x x

＋
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3.4 支持向量机回归 

• 松驰模型求解 

  

 

   

2

2
1 1 1

1 1

ˆˆ ˆ, , , , , , ,

1 ˆ ˆˆ
2

ˆˆ( ) ( )

i i

n n n

i i i i i i

i i i

n n

i i i i i i i i

i i

L b

C

f y y f

 

     

     

  

 

   

       

  

 

w α α μ μ

w

x x

＋

( ) Tf b x w x

   ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ, , , , , , , , , , , , , ,
0, 0

i i i iL b L b

b

    
 

 

w α α μ μ w α α μ μ

w
令 



第37页 

3.4 支持向量机回归 

• 松驰模型求解 

 

 

 

1

1

ˆ

ˆ0

ˆ ˆ

n

i i i

i

n

i i

i

i i

i i

C

C

 

 

 

 





 

 

 

 





w x
 

 

ˆˆ ˆ, , , , , , ,
0

ˆˆ ˆ, , , , , , ,
0

i i

i i

L b

L b

b

 

 











w α α μ μ

w

w α α μ μ
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3.4 支持向量机回归 

• 松驰模型求解 

 

 

 

1

1

ˆ

ˆ0

ˆ ˆ

n

i i i

i

n

i i

i

i i

i i

C

C

 

 

 

 





 

 

 

 





w x
    

  

 

ˆ,
1

1 1

1

ˆ ˆmax

1
ˆ ˆ

2

ˆ. . 0,

ˆ0 , .

n

i i i i i

i

n n
T

i i j j i j

i j

n

i i

i

i i

y

s t

C

    

   

 

 



 



  

  

 

 







α α

x x

 

 

   

2

2
1 1 1

1 1

ˆˆ ˆ, , , , , , ,

1 ˆ ˆˆ
2

ˆˆ( ) ( )

i i

n n n

i i i i i i

i i i

n n

i i i i i i i i

i i

L b

C

f y y f

 

     

     

  

 

   

       

  

 

w α α μ μ

w

x x

＋
(代入) 
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• 回顾KKT条件 

 
原最优化问题： 

min ( )

. . ( ) 0, 1,2, ,

( ) 0, 1,2, ,

j

k

f

s t h j p

g k q

 

 

x

x

x

3.4 支持向量机回归 

1 1

( , , ) ( ) ( ) ( )
p q

j j k k

j k

L f h g   
 

   x x x x

拉格朗日方程： 

KKT条件 

( , , )
,

0,

0,

( ) 0,

( ) 0,

( ) 0,

1,2, ,

1, 2, ,

j

k

k k

j

k

L

g

h

g

j p

k q

 


























x
0

x

x

x

x
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• 松驰模型求解 

 

 

 

( ) 0,

ˆˆ ( ) 0,

ˆ 0,

ˆ 0,

( ) 0,

ˆˆ( ) 0

i i i i

i i i i

i i

i i

i i

i i

f y

y f

C

C

  

  

 

 

 

 

   


   




 


 
  

x

x

（满足右则KKT条件） 

 

 

 

 

2

2
1 1 1

1

1

1 ˆ ˆˆ
2

( )

ˆˆ (

ˆˆ ˆ, , , ,

)

, , ,

n n n

i i i i i

i

i

i i i

n

i i i i

i

n

i i i

i

i

i

C

f y

L b

y f





    

  

  



  





   

   

   

  





w α α μ

w

x

x

μ

＋

3.4 支持向量机回归 
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 当且仅当 (xi, yi)不落入间隔

带时，相应的 和 取非零值。 

 约束条件： 

    不能同时成立，所以      和 

    至少有一个为零。 

3.4 支持向量机回归 

• 松驰模型求解 

 

 

 

( ) 0,

ˆˆ ( ) 0,

ˆ 0,

ˆ 0,

( ) 0,

ˆˆ( ) 0

i i i i

i i i i

i i

i i

i i

i i

f y

y f

C

C

  

  

 

 

 

 

   


   




 


 
  

x

x

( ) 0 0

ˆ ˆ( ) 0 0

i i i i

i i i i

f y

y f

  

  

     

     

x

x

ˆ
i

( ) 0

ˆ( ) 0

i i i

i i i

f y

y f

 

 

   


   

x

x

ˆ
i

i

i
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3.4 支持向量机回归 

• 最后的解： 

 
 

1

ˆ
n

i i i

i

 


  w x  
1

ˆ( )
n

T T

i i i

i

f b b 


    x w x x x

 

 

( ) 0,

ˆˆ ( ) 0,

ˆ 0,

ˆ 0,

( ) 0,

ˆˆ( ) 0

i i i i

i i i i

i i

i i

i i

i i

f y

y f

C

C

  

  

 

 

 

 

   


   




 


 
  

x

x

 
1

ˆ
n

T

i i i i

i

b y   


    x x

注：b可以取多个点的平均 

 在获得i后，如果0< i <C，

则必有i =0，从而： 
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当     时，所对应的点为支

持向量，它们必定落在间隔带之外。 

3.4 支持向量机回归 

• 支持向量 

 

ˆ 0i i  

( ) 0 0

ˆ ˆ( ) 0 0

i i i i

i i i i

f y

y f

  

  

     

     

x

x

上述条件有一个成立即表示该
点必定落在间隔带之外。 
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3.5 支持向量机排序 

• Learning to rank 

– 排序一直是信息检索的核心问题之一，Learning to 

Rank(简称LTR)用机器学习的思想来解决排序问题。 

– L2R 有三种主要的方法： PointWise ， PairWise ，
ListWise。 

– Ranking SVM 算法是 PointWise 方法的一种，由 R. 

Herbrich等人在2000提出。 

– RankSVM的基本思想是，将排序问题转化为pairwise的
分类问题，然后使用SVM分类模型进行学习并求解。 
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3.5 支持向量机排序 

• 将排序问题转化为分类问题 

– 不失一般性，以文档查询为背景“query-doc pair”。 

– 记一个文档的特征为x，我们的目的是需要找到一个排

序函数f(x)，根据f(x)的大小来决定排序顺序。即如果

f(xi)>f(xj)，则 xi 应该排在 xj 的前面，反之亦然： 

 

– 理论上， f(x)可以是任意函数。 

– 为了简单起见，假设其为线性函数： 

– 由于排序不受参数b的影响，所以可令： 

( ) ( )i j i jf f x x x x

( ) Tf bx w x

( ) Tf x w x
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3.5 支持向量机排序 

• 为什么可以转换为两类分类问题？ 

– 首先，对于任意两个数据点 xi 和 xj ，若 f(x)是线性函

数，则如下关系成立： 

 

– 然后，可以对xi 和xj 的差值向量引入两类分类问题，按

如下方式进行标签赋值： 

( ) ( ) ( ) 0T

i j i jf f   x x w x x

1, if
, ( ) 0 1

1, if

i j T

i j

i j

x x
y y

x x


     



w x x
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• SVM模型解决排序问题 

– 将排序问题转化为分类问题之后，可使用Linear SVM

或 kernel  SVM解决排序问题。 

 

x1 

x2 

w 
x1 

bad 

ok 

good 

x2 

x3 

 上图展示了一组查询，给出了所召回的文档，其中文档的
相关程度等级分为三档(good, ok, bad)。权重向量w对应排序
函数，可以对“查询-返回”对进行打分和排序。 
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• SVM模型解决排序问题 

– 为SVM准备样本： 

 给定一个查询及其反馈，可对样本进行组合，形成新

数据点：x1x2，x1x3，x2x3。其label也会被重新赋值，

比如将x1x2，x1x3，x2x3 的label赋值为正类。 

 为了构造分类问题，还需负样本。可以使用其反方向

向量作为负样本：x2x1，x3x1，x3x2 。 

 需要指出的是，在组合形成新样本时，不能使用在原

始排序问题中处于相同相似度等级的两个数据点，也

不能使用处于不同query下的两个数据点来组合新样本。 
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• SVM模型解决排序问题 

– 为SVM准备样本： 

 

x1 

x2 

w 

x1 

bad 
ok 

good 

x2 

x3 

x1 

bad 

ok 

good 

x2 

x3 

w 

两组查询在样本集中返回的结果 

正样本：x1x2，x1x3，x2x3 

负样本：x2x1，x3x1，x3x2 
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• SVM模型解决排序问题 

– 为SVM准备样本： 

x1 

x2 

w 

x1x2 

x2x1 

+1 
-1 
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3.5 支持向量机排序 

• 学习模型 

– 转化为分类问题后，便可以采用SVM的通用方式进行
求解。学习模型如下： 

  

2

,
1

(1) (2)

1
min || ||

2

. . 1 ,

0,

1, 2, ,

n

i

i

T

i i i i

i

C

s t y

i n











  






w ξ

w

w x x

2

, ,
1

1
min || ||

2

. . ( ) 1 ,

0,

1,2, ,

n

i
b

i

T

i i i

i

C

s t y b

i n











  






w ξ

w

w x

支持向量机分类 支持向量机排序 
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3.5 支持向量机排序 

• 学习模型 

– 类似地采用合页损失函数： 

, if 0
where [ ]

0, otherwise

z z
z 


 


  (1) (2) 2

2
,

1

min 1 || ||
n

T

i i i
b

i

y 




   
 

w
w x x w
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3.5 支持向量机排序 

• 对偶学习模型  

   
1

(1) (2) (1) (2)

1 1

1

1
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2

. . 0;
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n
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

  
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 
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 

 



 
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x x x x

1 1 1
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i j i
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i i

i
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iy y

s t y

C i n

  





  







  

 



α
x x

支持向量机分类 

支持向量机排序 
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3.5 支持向量机排序 

• 其它改进 

– Hinge Loss是0-1损失。损失函数的优化目标可以进一
步与Information Retrieval的Evaluation常用指标建立紧
密联系。 

– 更复杂的方法：采用Ordinal Regression方法来对此问
题进行建模。 
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3.6 核技巧 

• 非线性分类问题 

x1 

x2 

z1 

z2 线性不可分 线性可分 

1 2

2 2

1 2 0x xw w b   1 21 2 0z zw w b  椭圆： 直线： 

变换：z=(x)=((x1)
2, (x2)

2 )T 
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3.6 核技巧 

• 用线性方法解决非线性问题 

– 第一步，使用一个变换将原空间中的数据映射到新
空间 

– 第二步，在新空间里用线性分类学习方法从训练中
学习一个分类模型 

核技巧就是属于 

这样的方法！ 
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3.6 核技巧 

• 表示定理 

– 令H为核函数K对应的再生核希尔伯特空间，||h||H表
示H空间中关于h的范数，对任意单调递增函数
:[0,]R和任意非负损失函数loss: Rm[0,]，优
化问题 

的解总可以写为 

   1 2min ( ) ( ), ( ), , ( )mHh H
F h h loss h h h


   x x x

*

1

( ) ( , )
m

i i

i

h K


x x x

  表示定理对损失函数没有限制，对正则化项仅要求单调递增，
甚至不要求是凸函数。因此，对于一般的损失函数和正则项，
优化问题的解都可以表示为核函数   的线性组合。（威力） ( , )iK x x
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3.6 核技巧 

• 正定核 

– 已知映射 (x),可以通过求 (x)和 (y)的内积得到核函
数 K (x, y) 

–不用构造映射 (x)，能否直接判断一个给定的 K (x, y) 
是不是核函数？ 

– K (x, y) 满足什么条件才能成为核函数？ 

– 假定K (x, y) 是X  X上的对称函数，并且对于任意的x1, 

x2, …, xmX, K (x, y) 关于x1, x2, …, xm的Gram矩阵是半

正定的，则可以依据K (x, y) 构造一个希尔伯特空间。 
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3.6 核技巧 

• 正定核的充要条件 

– 设 K : X  XR对称函数(定义在X  X 上)，则K (x, y)为
正定核的充要条件是对任意 xiX, i=1,2,…,m, K (x, y)对
应的Gram矩阵： 

( , ) ,m m

i jK K R    x x

是半正定矩阵。 

Property:  Any symmetric positive definite matrix specifies 

a kernel matrix & every kernel matrix is symmetric positive 

definite 
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3.6 核技巧 

• Mercer核 

– 设 K : X  XR 是对称函数，K (x,y)为某个特征空
间的内积运算的充要条件是，对任意的非零函数  

(x), 且 (x)平方可积，有 

( , ) ( ) ( ) .0K d d   x y x y x y

此时，K (x,y)为Mercer核。 

正定核比Mercer核更具一般性！ 
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3.6 核技巧 

• 常用核函数 

多项式核: 

线性核: 

径向基函数核: 

( , )linK  x y x y

( , ) ( 1) p

polK   x y x y

2

2

|| ||
( , ) exp

2
GauK



 
  

 

x y
x y
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3.7 KSVM 

• 从对偶问题直接实现SVM核化－训练 

1 1 1

1

1
min ( )

2

. . 0

0, 1,2,...,

n n n

i j i j i

i j i

n

i

i j

i i

i

y y

s t y

i n

  





  







 

 



α
x x

1 1 1

1

1
min

2

. . 0

0, 1,2,

,

. ,

)

.

(

.

n n n

i j i j i

i j i

n

i i

i

j

i

iy y

s t y

n

K

i

  





  







 

 



α
x x
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3.7 KSVM 

• 预测 (对新数据) 

*

1

( ) ( ) * ,
n

i ii

i

f sign y b



 

  
 
 x xx

*

1

* ( )i

n

i jj i

i

b y y


  x x

*

1

(( ) * ,)
n

i i

i

if sign y bK



 

  
 
 x xx

*

1

(* )
n

j i

i

ji ib y y K


  x x
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3.8 KPCA 

• 主要文献 

– B. Scholkopf, A. J. Smola, K. R. Muller. Nonlinear 

Component Analysis as a Kernel Eigenvalue Problem. 

Neural Computation,10(5):1299–1319, 1998. 
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3.8 KPCA 

• PCA 

– 给定 X＝[x1,x2, …, xn]Rnm，并假定均值为零 

– 计算协方差矩阵： 

 

– 对 C 施行矩阵特征值分解：C＝UUT 

– 取指定个数的最大特征值对应的特征向量子集，组

成投影向量 W=Us, （Us为U的子矩阵） 

– 对新样本 x, 将其投影至低维子空间：y=WT x 

1

1 n
T

i i

in 

 C x x
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• KPCA 
 

– 引入非线性映射：   : RmF 

 

– 将数据进行映射：  { (x1),  (x2), …,  (xn)}  F 

 

– 计算协方差矩阵：      

 

– 作特征值分解：           
 

– What are the difficulties? 

1

1
( ) ( )

n
T

i i

in
 



 C x x

TC UΣU

3.8 KPCA 
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• 考虑特征值分解问题 

 v Cv

1 1 1

1 1
(

1
( ) )T

i

n n

i i

i

n
T

i

i

i i

in n n  


 

   
 

 v v x xx vC x vx x

一个标量（即数据在
该特征向量上的投影） 

且： 

( ) ( ), 1,2, ,i i i n    x v x Cv

每个特征向量 v 均位于由 n 个数据点张成的子空间内!  

 v Cv

3.8 KPCA 
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• 考虑特征空间 

 V CV

( ( ) ) ( ( ) ), 1,2, ,i i i n     x V x CV V CV

每个特征向量  v 均位于由 n 个数据点{  (x1),  (x2),…,  

 (xn) }张成的子空间内. 

     因此，存在 i , i =1, 2,…, n, 使得 
1

( ).
n

i i

i

 


v x

需要求解i ! 

3.8 KPCA 

     同时，给定一组不同的系数，可以得到不同的v! 
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1

1

1 1

1 1

1 1

1
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( ) ( )

[ ( ) ( )]

1
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1
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1
(

(
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1
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T
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T
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j k

T
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T
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n
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k

T

i j

n

n

n

n

n

   



 



 





 

 

  

  



 


 

 





 



 
   
 









 
















 



x x

x x

x x

x

x x

x x

xx

x

x

x
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1 1

1

1

1

1

[ ( ) ( )]

[ ( ) (

)

( )

( ) ( )

1
( ) ( )

1
( ) ( )
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( ) ))((

T

k i j

n

n n
T

j k

j k

n
T

j

T

k i j

j

k

k

n

j k

k

n

k i j

j

n

n



 

 

  

  

  

 









  



 

 



x x

x

x x

x x

x x

x

x x

1

1 1

( ( ) ( ))

1
( ) ( )( ( ) ( )),

1,2, ,

n

k i k

k

n n

k i j j k

k jn

i n

   

    



 



  





 

x x

x x x x

于是有 

     定义 nn 矩阵K, Kij= (x1) (x2) 

,n Kα KKα n α Kα即 

1

( )
n

k k

k

 


v x

组合 

( ( ) ) ( ( ) ), 1,2, ,i i i n      x v x C v

3.8 KPCA 
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• 对新样本x 

– 将 x 映射至特征空间 F：x   (x) 

– 取出指定维数子空间，即 F 中 eignevectors张成的子空间 

– 将  (x) 向该子空间进行投影，比如投影后的第 k 个分量

（即作非线性变换之后向第k 个特征向量投影）： 

   
1 1

( ) ( ) ( ) ( , )
n n

i i i ik

i

k

i

k K   
 

    x x xv xx

3.8 KPCA 

 1, 2, ,k d
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• 对新样本x 

– Totally, 向d个方向进行投影，全部出来： 

   
1 1

( ) (( )) ,( )
n n

i i

i

T k k

k i i

i

K   
 

    xv xx xx

1

1 1

2

1

( , ), ( , ), , ( , )m

T
n n n

i i i i i i

i i i

d dR K K K R  
  

 
  
 

   x x x x x xy x

向第1个投影 向第d个投影 

向第k个投影，
得第k个系数： 

1 2( ), ( ), , ( )
T

T T T

d     x y v x v x v xTotally: 

完全写出来 
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对新样本x (再解释)： 

n α Kα

1

2

1 1

1 ( , ), ( , ), , ( , )

T
n n n

i i i i i i

i

m d

i i

dR K K K R  
  

 



  


  x x x x x x x

向第1个投影 向第d个投影 

2

2

1 1 1

2 2

2

1

1

2

1 d

d

n n n

d

  

  

  

 
 
 
 
  
 

α

第一个最大的特征 

值对应的特征向量 
第d个最大的特征 

值对应的特征向量 

(作特征值分解求) 

1

1

1

( ),
n

i

i

i 


v x 2

2

1

( ), ...,
n

i

i

i 


v x
1

( )
n

d

d

i

i

i 


v x

d 维特征子空间对应的投影变换矩阵 

1 2( ), ( ), , ( )
T

T T T

d     x y v x v x v x
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• 与PCA作对比 

– 在PCA中，W为样本协方差矩阵的前d个特征值对应的

特征向量所构成：                                    , 

• 样本点x的投影： 

– 在KPCA中，W为样本在高维特征空间中的协方差矩阵

的前d个特征值对应的特征向量所构成： 

 

• 样本点x的投影： 

 

 

 

 

 

1

1

1

( ),
n

i

i

i 


v x 2

2

1

( ), ...,
n

i

i

i 


v x
1

( )
n

d

d

i

i

i 


v x

 1 2= , , , m d

d R W w w w

 1 2= , , ,
TT d

d R    y W x w x w x w x

=W

2

1 2

1

1 1 1

( ), ( ), , ( )

( , ), ( , ), , ( , )

T
T T T

d

T
n n n

i i i i i i

i i i

dK K K

  

  
  

   

 
  
 
  

y v x v x v x

x x x x x x
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• LDA 

– 优化准则 

 

,
max ,
m d T

T

b

T
R

w

 W W W I

W S W

W S W
  1

,
max
m d T

T T

b w
R

tr




 W W W I

W S W W S W

 
 ,

max
m d T

T

b

TR
w

tr

tr W W W I

W S W

W S W

 
,

max ( )
m d T

T

b w
R

tr
 


W W W I

W S S W

行列式比值 

迹比值 

迹差值 

3.9 KPCA 
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• LDA重表示（核心） 

– 记 X=[x1,x2, …, xn]Rnm, 均值： 

– 零中心化： 

– 最优的 W 在零中心化数据所张成的子空间中: 

– 重写 Sb 和 Sw ： 

 1

1 n

iin 
 x x

1 2{ , ,..., }n  x x x x x x

1
, ,T n d

n n R
n

  C I e e αW XCα

,b w

T T

b w S X X S LX XL

* X. F., He, et al. Face recognition using laplacianfaces. PAMI, 2005, 27(3):328–340. 

   S., Yan S, et al. Graph Embedding and Extensions: A General Framework for Dimensionality Reduction. PAMI, 2007, 29(1):40–51. 

拉普拉斯矩阵* 

3.8 KPCA 
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• LDA重表示 

– 在子空间中计算： 

 

 

 

 
 

– 应用LDA的优化准则求 
 

– 对新数据： 

TT T T y W x α XC x

,T TT T T

b b X X XW S W α C XL Cα

,T TT T T

w w X X XW S W α C XL Cα

TT T TW W α C X XCα

类间散度 

类内散度 

子空间 

W XCα

3.9 KLDA 
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• 核化 

– 在子空间中计算： 

 

 

 

 

– 应用LDA的优化准则求 

– 对新数据： ( , )T T T y W x α C K X x

( , ) ,( ,)T T T

b b K X XW S W α C L X X CαK

( , ) ( , ,)T T T

w w K X XW S W α C L X X CαK

( , )T T T KW C Xα XW Cα

类间散度 

类内散度 

子空间 

3.9 KLDA 
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3.10 关于核化的一般性理论 

• 主要参考文献 

– Changshui Zhang, Feiping Nie, Shiming Xiang: A 

general kernelization framework for learning 

algorithms based on kernel PCA. Neurocomputing 

73(4-6): 959-967, 2010 
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• 满秩PCA 

– 对于训练数据X，设其中心化的内积矩阵（即协
方差矩阵）C的秩为 r，如果提取PCA的前 r 个
主成分，则称此过程为满秩PCA。 

• 满秩KPCA 

– 对于训练数据X，设其中心化的核矩阵K的秩为
r，如果提取KPCA的前 r 个主成分，则称此过
程为满秩KPCA。 

3.10 关于核化的一般性理论 
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• 定理： 

 

 则该算法的核化可以通过对数据先做满秩KPCA变换， 

(1) 算法的输出仅与内积运算  x  xi , (i = 1, 2,…, n) 有关； 

如果一个线性算法同时满足如下两个条件： 

(2) 对训练数据的平移不会改变算法的输出结果； 

然后在变换后的数据上直接再做该线算法来实现。 

3.10 关于核化的一般性理论 
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• 举例 

– KSVM = KPCA + SVM 

– KLDA = KPCA + LDA 

– KCCA = KPCA + CCA 

– KPLS = KPCA + PLS 

– 核岭回归 = KPCA + 岭回归 

在实际应用中，对有噪声的数据，采用低秩PCA来做会更好！ 

3.10 关于核化的一般性理论 
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教科书 
• 教材 

– 周志华. 机器学习. 清华大学出版社，2016，北京 

– 李航. 统计学习方法.清华大学出版社，2012，北京 

• 主要参考书和文献 
– Ethem Alpaydın，Introduction to Machine Learning，The MIT Press，London, UK, 

2009 

– A. Y. Ng, M. Jordan, and Y. Weiss. On spectral clustering: Analysis and an algorithm, In: 

Advances in Neural Information Processing Systems, 2001, pp. 849-856. 

– Xiaofei He, Partha Niyogi: Locality Preserving Projections.  pp. 153-160, NIPS 2003. 

– Feiping Nie, Xiaoqian Wang, Heng Huang: Clustering and projected clustering with adaptive 

neighbors. KDD 2014: 977-986 

– Yoshua Bengio, Ian J. Goodfellow, Aaron Courville, Deep Learning, 

http://www.iro.umontreal.ca/~bengioy/dlbook, 2015 

– Shiming Xiang, et al.. Learning a Mahalanobis distance metric for data clustering and  

classification. Pattern Recognition, 41(12), pp.3600 - 3612, 2008 

– Shiming Xiang, et al.. Nonlinear Dimensionality Reduction with Local Spline Embedding. 
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Thank All of You! 
(Questions?) 

向世明  
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